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 成绩构成
 作业30%，期中20%，期末50%
 平时成绩以作业为主，各班成绩的均值会被对齐

– 但是方差不会

 作业发布
 作业在一般每次上课后发布，以周为单位处理

– 第[i]周作业，[i+1]周批改后在习题课上讲解
 有违学术诚信的，当次作业成绩归零
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一些说明



 几点注意事项
 抄袭他人或网络资料，属于严重违背学术诚信行为
 提供他人抄袭机会同样有违学术诚信

– 可以进行不涉及最终解题的讨论

 自己确实不会，查阅资料后做出并在答案后注明参考源的不视为抄袭
– 但未必不影响分数

 造假自然也有违学术诚信
– 例如：上传损坏的文件谎称自己及时完成了提交

 妨碍他人（例如攻击平台）当然也是不行的

 作业有违学术诚信原则的，分数归0
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关于学术诚信



 第[i]周作业，[i+1]周之前提交（即周日24:00前）
 提前交：周六24:00前提交有少量奖励分（半道题的分数，不会溢出）
 节假日可酌情延迟加分时间
 迟交：-20，不向下溢出

 线上提交：
 在教学立方提交至每周发布的第一次作业即可
 写电子文档或写好拍照皆可，按顺序排好序，单个文件

 必须写题号，不用抄题
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作业提交



 上周作业中重点问题的讲解
 根据提交的作业情况选择重点难点讲解
 即使你的答案得分了，可能还是存在问题

 上周知识的巩固拓展
 通常包括（可能超纲的）思考题，不要求能做出来

 自主答疑
 自主提问
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习题课内容



 鼓励在群内进行不涉及具体解题的讨论
 非习题课时间亦可在群内提问作业问题，但是

 提交截止前
– 只回答确实存在的题面表述问题

 对应习题课前的提问
– 有选择的汇总至习题课回答

 习题课后提问
– 响应速度可能比较慢

 已经有讲解的问题可能不会得到具体回答
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答疑
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逻辑不是什么？



 𝑝𝑝≡𝑞𝑞：𝑝𝑝和q等价

 𝑝𝑝 → 𝑞𝑞：条件语句/蕴含（命题）
 整个陈述(statement，书上译为语句)为真
 只讨论真值：𝑝𝑝 → 𝑞𝑞 → 𝑝𝑝 ≡ ⊤ ¬𝑝𝑝 → 𝑝𝑝 → 𝑞𝑞 ≡ ⊤

 𝑝𝑝 ⊢ 𝑞𝑞：可以推出（推理过程）
 考虑公式之间的“后承”，不关心公式的含义
 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2 ⊢ 𝑞𝑞是有效的，当且仅当𝑝𝑝1,𝑝𝑝2 ⊨ 𝑞𝑞

 𝑝𝑝 ⊨ 𝑞𝑞： 语义蕴含
 “任意赋值让p真就也能让q真”，
 𝑝𝑝 ⊨ 𝑞𝑞 iff (𝑝𝑝 → 𝑞𝑞) 永真

 𝑝𝑝 ⇒ 𝑞𝑞：不同人有不同用法，可能是上述含义中任意一个
 在不需要明确的逻辑含义时较为常用

 𝑝𝑝 ⊃ 𝑞𝑞： 别用
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一些符号



 一些书写规范，直接使用命题构成公式来描述推理
 𝛼𝛼, 𝛼𝛼 → 𝛽𝛽 ⊢ 𝛽𝛽，如果能写出𝛼𝛼, 𝛼𝛼 → 𝛽𝛽这种结构，就证明了𝛽𝛽

– 例如 𝐴𝐴 → 𝐵𝐵, 𝐴𝐴 → 𝐵𝐵 → 𝐶𝐶 → ¬𝐷𝐷 ⊢ 𝐶𝐶 → ¬𝐷𝐷
– 这常常带来一种误会：真的蕴涵命题是一种推理

 实质蕴涵怪论
 如𝑝𝑝是真的，什么𝑞𝑞都能推出𝑝𝑝 如𝑝𝑝是假的，什么𝑞𝑞都能被𝑝𝑝推出

𝑝𝑝 → （𝑞𝑞 → 𝑝𝑝） ≡ ⊤ ¬𝑝𝑝 → （𝑝𝑝 → 𝑞𝑞） ≡ ⊤
 具体来说，我们能用已知真假命题去“推”任何命题

– (“我不是地球生物”) → “我离散满分”
– (“我不是地球生物”) → “我离散零分”

 这两个命题都是真的（前件为假，大概），但这不make sense

2024/3/1 9

逻辑命题“不是”推理证明的过程



 当我们使用语言时，我们是要结合语境表达特定的信息，而不
仅仅是表达一个逻辑命题
 “我觉得最后一份课件是包予恒或者陈剑豪来做”

– 𝑎𝑎 ∧ 𝑏𝑏和𝑎𝑎 ∨ 𝑏𝑏不冲突，那我是否认为最后一份课件可能是他们两个一起做？

 想一想作业和考试题到底要表达什么目的
 例：用命题逻辑表达“如果A，那么B而且C而且D…”

– 逻辑正确但是我不想给你分数的解
» 𝑃𝑃：“A” 𝑄𝑄：“B而且C而且D”
» 结果：𝑃𝑃 → 𝑄𝑄
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逻辑语义不等于句子含义



 命题逻辑中，命题之间没有“顺序的推断关系”
 做题的时候，我们知道一些东西是真/假，然后判断另外一些东西是不

是真的，这只是我们做题的“过程”
– “不能玩游戏，除非做完作业”

» 只是说“不存在没做完作业同时又玩游戏的事实”
» 并没有说先做作业，再玩游戏

 命题的真假在所有原子的真假确定时就决定了
– 想想真值表的内容，它会因为你有没有画完改变吗？
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逻辑命题只提供对事实真假的判断
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逻辑能怎么用?



 判定问题（Decision problem）
 通俗的说：是否有方法能找到一种可行的输入，使得某个问题有

可行解。
 类似地，是否存在赋值使许多逻辑命题都能被满足。

 数独
 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = ⊤表示i行j列填入k是真的

– 一个显而易见的约束：¬ (𝑃𝑃121 ∧ 𝑃𝑃122)
– 所有的约束能不能同时被满足？

 电路设计
 每个物理空间能放什么？
 放置的东西之间要满足什么关连？
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判定问题与可满足问题（SAT）



 八皇后问题
 同一行，同一列，同一对角线只有一个皇后
 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑗𝑗表示𝑖𝑖行𝑗𝑗列填入皇后

– 每行至少一个皇后
– 𝑄𝑄1 = ⋀𝑖𝑖=1𝑛𝑛 ⋁𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑝𝑝(𝑖𝑖, 𝑗𝑗)
– 每行至多一个皇后
– 𝑄𝑄2 = ⋀i=1𝑛𝑛 ⋀𝑖𝑖=1𝑛𝑛−1⋀𝑖𝑖=𝑖𝑖+1𝑛𝑛 ¬ 𝑝𝑝 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ⋀ 𝑝𝑝(𝑖𝑖, 𝑘𝑘)
– 每列至多一个皇后
– 𝑄𝑄3 = ⋀𝑖𝑖=1𝑛𝑛 ⋀i=1𝑛𝑛−1⋀𝑖𝑖=𝑖𝑖+1𝑛𝑛 ¬ 𝑝𝑝 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ⋀ 𝑝𝑝(𝑘𝑘, 𝑗𝑗)
– 对角线上至多一个皇后

– 𝑄𝑄4 = ⋀𝑖𝑖=2𝑛𝑛 ⋀𝑖𝑖=1𝑛𝑛−1⋀𝑖𝑖=1
min(𝑖𝑖−1,𝑛𝑛−𝑖𝑖) ¬ 𝑝𝑝 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ⋀ 𝑝𝑝(𝑖𝑖 − 𝑘𝑘, 𝑗𝑗 + 𝑘𝑘)

– 𝑄𝑄5 = ⋀𝑖𝑖=1𝑛𝑛 ⋀𝑖𝑖=1𝑛𝑛−1⋀𝑖𝑖=1
min(𝑛𝑛−𝑖𝑖,𝑛𝑛−𝑖𝑖) ¬ 𝑝𝑝 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 ⋀ 𝑝𝑝(𝑖𝑖 + 𝑘𝑘, 𝑗𝑗 + 𝑘𝑘)
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判定问题与可满足问题（SAT）



 探索：能否只用某一个二元逻辑运算符号，构建出所有的命题？
有多少个这样的二元逻辑运算？（注：不保证答案大于0）
 例如：只使用∨ ，不使用∧和→等符号
 自定义一个二元逻辑运算：给出相应的真值表
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思考题



 定义逻辑运算符#：𝑎𝑎#𝑏𝑏=¬(𝑎𝑎∧𝑏𝑏)，判断#是否符合要求
 1. 验证𝑎𝑎#𝑎𝑎=¬𝑎𝑎。
 2. 尝试仅用#表示𝑎𝑎∧𝑏𝑏、𝑎𝑎∨𝑏𝑏、𝑎𝑎→𝑏𝑏。
 3. 存在多少个不同的逻辑运算，满足题目条件？
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 已验证仅使用逻辑运算符# (真值表如右图所示)，𝒂𝒂#𝒃𝒃 = ¬ (𝒂𝒂 ∧
𝒃𝒃) ，可以表示¬， ∧， ∨，→， ，因此可以构建出全部命题

 我们称，{#}构成的逻辑系统是完备的。
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 探索：能否只使用一个逻辑运算符号（可以自定义二元运算）
构建出全部的命题？（不限制使用次数）

 3. 存在多少个不同的逻辑运算，满足题目条件？
 尝试：能否逐个验证所有的二元逻辑运算？
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第二次习题课
黄祥，陈剑豪，包予恒
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作业情况

•讲解内容
• HW1 

• Prob2 
• Prob3
• Prob9
• Prob10



HW1 Pro2

•判断下列条件语句真假
• a) 2 + 2 = 5 当且仅当 1 + 1 = 3。
• b) 如果 1 + 1 = 2，则 2 + 2 = 5。
• c) 如果 1 + 1 = 3，则 2 + 2 = 5。
• d) 如果 0 > 1，则 2 > 1。

•答案：
• a) 假 假=真
• b) 真→假=假
• c) 假→假=真
• d) 假→真=真



HW1 Prob3

•只有当你已经完成了专业要求(𝑟𝑟)，没有欠大学的钱(𝑚𝑚)，也没有
图书馆的过期图书未还时(𝑏𝑏)，你才能从大学毕业(𝑔𝑔)
•错解： 𝑟𝑟 ∧¬𝑚𝑚 ∧¬𝑏𝑏 → 𝑔𝑔

可能的错误原因：把题目当成了因果判断，然后根据“如果我XXX，那么我
就可以毕业”中出现的关键字写了个表达式？

“→” (都)可以写成 “如果那么” ≠ “如果那么”都可以写成“→”

•正解：𝑔𝑔 → 𝑟𝑟 ∧¬𝑚𝑚 ∧¬𝑏𝑏
你需要的只是看一看真值：可以毕业，可以不满足要求，唯一不可能的是
不满足要求就毕业

¬ 𝑔𝑔 ∧¬ 𝑟𝑟 ∧¬𝑚𝑚 ∧¬𝑏𝑏 ¬𝑔𝑔 ∨ (𝑟𝑟 ∧¬𝑚𝑚 ∧¬𝑏𝑏)
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HW1 Prob9
• 甲说：我会游泳。

• 乙说：甲不会游泳。

• 丙说：乙不会游泳。

• 丁说：我们有三个人会游泳。

• 以上只有一个人说假话，那么究竟谁说真话，谁说假话？谁会游泳，谁不会游泳？

• 请分别用自然语言表达的日常推理和命题逻辑表达的形式推理解决该问题。



HW1 Prob9
• 甲说：我会游泳。

• 乙说：甲不会游泳。

• 丙说：乙不会游泳。

• 丁说：我们有三个人会游泳。

• 以上只有一个人说假话，那么究竟谁说真话，谁说假话？谁会游泳，谁不会游泳？

• 请用自然语言表达的日常推理解决该问题。
• 甲乙矛盾，必有一真一假
• 因为只有一个人说假话，所以丙丁为真
• 根据丙的真话，所以乙不会游泳
• 根据丁的真话，所以甲丙丁会游泳，乙不会游泳



HW1 Prob9
• 甲说：我会游泳。

• 乙说：甲不会游泳。

• 丙说：乙不会游泳。

• 丁说：我们有三个人会游泳。

• 以上只有一个人说假话，那么究竟谁说真话，谁说假话？谁会游泳，谁不会游泳？

• 请用命题逻辑表达的形式推理解决该问题。
• 令p 表示“甲会游泳”；q 表示“乙会游泳”；r 表示“丙会游泳”；s 表示“丁会游泳”；则：甲乙丙丁四人的论述分别为
• (A): p,
• (B): ￢p,
• (C): ￢q,
• (D): (p ∧ q ∧ r ∧ ￢s) ∨ (p ∧ q ∧ ￢r ∧ s) ∨ (p ∧ ￢q ∧ r ∧ s) ∨ (￢p ∧ q ∧ r ∧ s)
• 只有一人说假话，故
• (F): (A ∧ B ∧ C ∧ ￢D) ∨ (A ∧ B ∧ ￢C ∧ D) ∨ (A ∧ ￢B ∧ C ∧ D) ∨ (￢A ∧ B ∧ C ∧ D)
• 根据A ∧ B = F, 所以C ∧ D = T 
• 所以C=T，所以q = F
• 所以D=T，根据q = F化简D，只有第三项p ∧ ￢q ∧ r ∧ s = T
• 于是甲、丙、丁都说真话，也都会游泳；只有乙说假话且不会游泳。



HW1 Prob10

• “析取范式”
a) ¬、∧和∨构成一个逻辑运算符的功能完备集。
b) ¬、∧构成一个逻辑运算符的功能完备集。
c) ¬、∨构成一个逻辑运算符的功能完备集

•不算错但是依赖了点必要前提的解：
• XXXX能表达¬,∧,∨,→, 所以XXXX是完备的。

• 完备性：通俗地说，就是什么都能表达。
• 上述论证的原理是： ¬,∧,∨,→, 是完备的，所以能表达它的，就能表达它所表达
的，就也是什么都能表达的。
• 如果不要这个前提，我们可能应该讨论24 − 2 = 14个所有可能的真值表。
• 思考题上我们认为这个完备集是已知的，但是作业讨论的要求是不是更具体？



HW1 Prob10

• “析取范式”
a) ¬、∧和∨构成一个逻辑运算符的功能完备集。
b) ¬、∧构成一个逻辑运算符的功能完备集。
c) ¬、∨构成一个逻辑运算符的功能完备集

•解：
a) 每个复合命题都有逻辑等价的析取范式，其中不含非¬、∧和∨的符号。
b) …，不妨记其形式为𝛼𝛼1 ∨ ⋯∨ 𝛼𝛼𝑛𝑛，其中𝛼𝛼𝑖𝑖是原子命题的合取式，由De 

Morgan律其与¬ ¬𝛼𝛼1 ∧ ⋯∧ 𝛼𝛼𝑛𝑛 逻辑等价，后者不含非¬、∧的符号。
c) …，由De Morgan律其中每个𝛼𝛼𝑖𝑖有逻辑等价的原子命题的析取式¬𝛽𝛽𝑖𝑖，

对应的¬𝛽𝛽1 ∨ ⋯∨¬𝛽𝛽𝑛𝑛不含非¬、 ∨的符号。



变量与常量，公式与命题

•公式不一定是命题
• 𝑃𝑃(𝑥𝑥)，其中𝑥𝑥是变量

• 𝑥𝑥是可变的，我们不确定到底在陈述什么，也确定不了真假
• 但是对当前的论域，我知道𝑃𝑃(𝑥𝑥)就是真的，真假能确定所以他可以是命题？

• 你知道论域里所有的x，所以你知道的是∀𝑥𝑥𝑃𝑃(𝑥𝑥)，而不是𝑃𝑃 𝑥𝑥
• 𝑃𝑃(𝑐𝑐)，其中𝑐𝑐是常量

• 𝑃𝑃(𝑐𝑐)是命题，陈述了具体的𝑐𝑐的性质𝑃𝑃

•没有自由变元的公式才能作为命题
• 换句话说，能描述命题的自然语言陈述也应该约束了所有变元



思考题
• 请运用谓词逻辑表示下列已知和结论的陈述，并证明结论.

• (1)“疫情期间，所有要进校的人均需要满足居家隔离14天或者集中隔离7天的条件。”
• (2)“所有居家隔离14天的人均需要有固定的住所。”
• (3)“张三没有固定的住所，且张三要在疫情期间进校。”

• 对论域𝐷𝐷(全体人的集合)设置谓词
• 𝐴𝐴(𝑥𝑥): 𝑥𝑥要在疫情期间进校，
• 𝐵𝐵(𝑥𝑥): 𝑥𝑥需要居家隔离 14 天
• 𝐶𝐶(𝑥𝑥): 𝑥𝑥需要集中隔离7天
• 𝐷𝐷(𝑥𝑥): 𝑥𝑥有固定住所

• 各前提表示如下:
• (1)∀𝑥𝑥:𝐴𝐴(𝑥𝑥) → 𝐵𝐵(𝑥𝑥)∨𝐶𝐶(𝑥𝑥);
• (2)∀𝑥𝑥:𝐵𝐵(𝑥𝑥) → 𝐷𝐷(𝑥𝑥)
• (3)令个体𝑎𝑎表示张三，¬𝐷𝐷(𝑎𝑎)^𝐴𝐴(𝑎𝑎). 结论表示为: 𝐶𝐶(𝑎𝑎).



思考题
•请运用谓词逻辑表示下列已知和结论的陈述，并证明结论.

• (4) 结论:“张三需要被集中隔离7天”

• 推理过程
• 1.𝐴𝐴 𝑎𝑎 → 𝐵𝐵 𝑎𝑎 ∨ 𝐶𝐶 𝑎𝑎 全称例示（由前提1）
• 2.𝐴𝐴 𝑎𝑎 化简（由前提3）
• 3.𝐵𝐵 𝑎𝑎 ∨ 𝐶𝐶 𝑎𝑎 假言推理（由1）
• 4.𝐵𝐵 𝑎𝑎 → 𝐷𝐷 𝑎𝑎 全称例示（由前提2）
• 5.￢𝐷𝐷 𝑎𝑎 化简（由前提3）
• 6.￢𝐵𝐵(𝑎𝑎) 取拒式（由4，5）



思考题

•试找出一个含命题变元p、q 和r 的复合命题，在p、q 和r 中恰有
两个为假时该命题为真，否则为假。[提示：构造合取式的析取。
将使命题为真的每一种真值组合构成一个合取式。每个合取式都
应包含三个命题变元或它们的否定。] 
•解：

(p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ ¬q ∧ r)



思考题
• 令p、q、r 为如下命题：

• p：在这个地区发现过灰熊。

• q：在乡间小路上徒步旅行是安全的。

• r：乡间小路两旁的草莓成熟了。

• 试用p、q、r 和逻辑连接词(包括否定) 写出下列命题：

• a)乡间小路两旁的草莓成熟了，但在这个地区没有发现过灰熊。

• r ∧ ￢p

• b) 在这个地区没有发现过灰熊，且在乡间小路上徒步旅行是安全的，但乡间小路两旁的草莓
成熟了。

• ￢p ∧ q ∧ r

• c) 如果乡间小路两旁的草莓成熟了，徒步旅行是安全的当且仅当在这个地区没有发现过灰熊。

• r → (q ￢p)



思考题
• 令p、q、r 为如下命题：

• p：在这个地区发现过灰熊。

• q：在乡间小路上徒步旅行是安全的。

• r：乡间小路两旁的草莓成熟了。

• 试用p、q、r 和逻辑连接词(包括否定) 写出下列命题：

• d) 在乡间小路上徒步旅行是不安全的，但在这个地区没有发现过灰熊且乡间小路两旁的草莓成熟了。

• ￢q ∧ ￢p ∧ r

• e) 为了使在乡间小路上旅行很安全，其必要但非充分条件是乡间小路两旁的草莓没有成熟且在这个
地区没有发现过灰熊。

• q → (￢r ∧ ￢p)

• f) 无论何时在这个地区发现过灰熊且乡间小路两旁的草莓成熟了，在乡间小路上徒步旅行就不安全。

• (p ∧ r) → ￢q
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作业情况

•讲解内容
• P1-P8
• P11

• 平均分
• 83.8



Problem 1

•令𝐶𝐶(𝑥𝑥) 为语句“𝑥𝑥有一只猫作为宠物”，𝐷𝐷(𝑥𝑥) 为语句“𝑥𝑥有一只狗作
为宠物”，𝐹𝐹(𝑥𝑥) 为语句“𝑥𝑥有一只雪貂作为宠物”。用𝐶𝐶(𝑥𝑥)、𝐷𝐷(𝑥𝑥)、
𝐹𝐹(𝑥𝑥)、量词和逻辑联结词表达下列语句。令论域为你班上的所有
学生。
• c) 班上的一些学生有一只猫和一只雪貂，但没有狗。

• ∃𝑥𝑥(𝐶𝐶(𝑥𝑥) ∧ 𝐹𝐹(𝑥𝑥) ∧ ￢𝐷𝐷(𝑥𝑥))
• e) 对猫、狗和雪貂这三种动物的任意一种，班上都有学生将其作为宠物。

• (∃𝑥𝑥𝐶𝐶(𝑥𝑥)) ∧ (∃𝑥𝑥𝐷𝐷(𝑥𝑥)) ∧ (∃𝑥𝑥𝐹𝐹(𝑥𝑥))
• 也可写成(∃𝑥𝑥𝐶𝐶(𝑥𝑥)) ∧ (∃𝑦𝑦𝐷𝐷(𝑦𝑦)) ∧ (∃𝑧𝑧𝐹𝐹(𝑧𝑧))



Problem 2

•如果每个变量的论域都为实数集合, 判断下列各语句的真值。
• a) ∃𝑥𝑥(𝑥𝑥2 = 2)

• True

• b) ∃𝑥𝑥(𝑥𝑥2 = −1)
• False

• c) ∀𝑥𝑥(𝑥𝑥2 + 2 ≥ 1)
• True

• d) ∀𝑥𝑥 𝑥𝑥2 ≠ 𝑥𝑥
• False



Problem 3

•证明下列逻辑等价式, 其中x 在A 中不作为自由变元出现。假设论
域非空。
• a) (∀𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)) ∨ 𝐴𝐴 ≡ ∀𝑥𝑥(𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ 𝐴𝐴)
•分两种情况: 

• 如果𝐴𝐴为真, 那么(∀𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)) ∨ 𝐴𝐴为真, 且(𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ 𝐴𝐴) 为真, 则
∀𝑥𝑥(𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ 𝐴𝐴) 为真, 等式成立。
• 如果𝐴𝐴为假。如果∀𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) 为真, 那么左边为真, 而右边也为真。如果
存在𝑥𝑥使得𝑥𝑥(𝑥𝑥) 为假, 那么两边都为假。

•综上, 两边等式成立。



Problem 3

•证明下列逻辑等价式, 其中x 在A 中不作为自由变元出现。假设论
域非空。

• b) ∃𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∨ 𝐴𝐴 ≡ ∃𝑥𝑥 𝑥𝑥 𝑥𝑥 ∨ 𝐴𝐴
•分两种情况: 

• 如果A 为真, 那么(∃𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)) ∨ 𝐴𝐴为真, 且存在𝑥𝑥使得𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ 𝐴𝐴为真, 则
∃𝑥𝑥(𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ 𝐴𝐴)为真, 等式成立。
• 如果𝐴𝐴为假。如果存在至少一个𝑥𝑥使得𝑥𝑥(𝑥𝑥) 为真, 那么左边为真, 而右
边也为真。如果所有𝑥𝑥使得𝑥𝑥(𝑥𝑥) 为假, 那么两边都为假。

•综上, 两边等式成立。



Problem 4

•下列语句的真值是什么？
• a) ∃ ! 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) → ∃ 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)

• true

• b) ∀ 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 → ∃ ! 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥
• false ( 除非论域只包含一个元素)

• c) ∃ ! 𝑥𝑥￢𝑥𝑥(𝑥𝑥) → ￢∀ 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)
• true



Problem 5
• 离散数学班上

• 有 1 个数学专业的新生, 
• 12 个数学专业的二年级学生, 
• 15 个计算机科学专业的二年级学生, 
• 2 个数学专业的三年级学生, 
• 2 个计算机科学专业的三年级学生, 
• 和 1 个计算机科学专业的四年级学生。

• 用量词表达下 列语句, 再给出其真值。
• 令 P(s, c, m) 表示语句“学生 s 为 m 专业的 c 年级学生”。

• s 的论域为离散数学班上的全部学生, 
• c 的论域为四个年级, 
• m 的论域为所有专业。

• d) 班上每个学生要么是二年级学生, 要么是计算机科学专业的。
• ∀𝑠𝑠(∃𝑐𝑐𝑥𝑥(𝑠𝑠, 𝑐𝑐,计算机科学 )  ∨  ∃𝑚𝑚𝑥𝑥(𝑠𝑠,二,𝑚𝑚)), 为假。



Problem 5
• 离散数学班上

• 有 1 个数学专业的新生, 
• 12 个数学专业的二年级学生, 
• 15 个计算机科学专业的二年级学生, 
• 2 个数学专业的三年级学生, 
• 2 个计算机科学专业的三年级学生, 
• 和 1 个计算机科学专业的四年级学生。

• 用量词表达下 列语句, 再给出其真值。
• 令 P(s, c, m) 表示语句“学生 s 为 m 专业的 c 年级学生”。

• s 的论域为离散数学班上的全部学生, 
• c 的论域为四个年级, 
• m 的论域为所有专业。

• e) 存在这样一个专业使得该班级有这个专业每一个年级的学生。
• e) ∃𝑚𝑚∀𝑐𝑐∃𝑠𝑠𝑥𝑥(𝑠𝑠, 𝑐𝑐,𝑚𝑚), 为假。



Problem 6

•使用谓语、量词、逻辑联结词和数学运算符表达语句“有一个正
整数不是三个整数的平方和”。
• ∃𝑥𝑥∀𝑎𝑎∀𝑏𝑏∀𝑐𝑐((𝑥𝑥 > 0) ∧ 𝑥𝑥 ≠ 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2), 其中域由所有整数组成。



Problem 7

•假定命题函数𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 的论域由𝑥𝑥和𝑦𝑦的序偶组成, 其中𝑥𝑥是1、2
或3,𝑦𝑦是1、2 或3。用析取式和合取式写出下列命题
• a) ∀ 𝑥𝑥∀ 𝑦𝑦 𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

• 𝑥𝑥(1, 1) ∧ 𝑥𝑥(1, 2) ∧ 𝑥𝑥(1, 3) ∧ 𝑥𝑥(2, 1) ∧ 𝑥𝑥(2, 2) ∧ 𝑥𝑥(2, 3) ∧ 𝑥𝑥(3, 1) ∧
𝑥𝑥(3, 2) ∧ 𝑥𝑥(3, 3)

• b) ∀ 𝑦𝑦∃ 𝑥𝑥 𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
• (𝑥𝑥(1, 1) ∨ 𝑥𝑥(2, 1) ∨ 𝑥𝑥(3, 1)) ∧ (𝑥𝑥(1, 2) ∨ 𝑥𝑥(2, 2) ∨ 𝑥𝑥(3, 2)) ∧

(𝑥𝑥(1, 3) ∨ 𝑥𝑥(2, 3) ∨ 𝑥𝑥(3, 3))



Problem 8

•将下列逻辑式转化为前束范式。

• a) ∃𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ ∃𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ 𝐴𝐴, 其中 𝐴𝐴是不涉及任何变量的命题
• ∃𝑥𝑥∃𝑦𝑦（𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ 𝑥𝑥(𝑦𝑦) ∨ 𝐴𝐴）

• b) ¬(∀𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ ∀𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥))
• ∃𝑥𝑥∃𝑦𝑦¬(𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ 𝑥𝑥(𝑦𝑦))

• c) ∃𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥) → ∃𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)
• ∀𝑥𝑥∃𝑦𝑦(𝑥𝑥 𝑥𝑥 → 𝑥𝑥 𝑦𝑦 )



Problem 11

• 用推理规则证明: 

• 如果下列为真
• ∃𝑥𝑥¬𝑥𝑥(𝑥𝑥)
• ∀𝑥𝑥(𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ 𝑥𝑥(𝑥𝑥))
• ∀𝑥𝑥(¬𝑥𝑥(𝑥𝑥) ∨ 𝑆𝑆(𝑥𝑥)),
• ∀𝑥𝑥(𝑅𝑅(𝑥𝑥) → ¬𝑆𝑆(𝑥𝑥))

• 则 ∃𝑥𝑥¬𝑅𝑅(𝑥𝑥) 为真

 



思考题

•用归谬法证明不存在有理数 𝑟𝑟使得 𝑟𝑟3 + 𝑟𝑟 + 1 = 0



思考题

•用归谬法证明不存在有理数 𝑟𝑟使得 𝑟𝑟3 + 𝑟𝑟 + 1 = 0
• 假设存在一个有理数r = 𝑎𝑎

𝑏𝑏
是方程的一个根，其中 a, b 为互质的整数。

• 代入原方程即𝑎𝑎3 + 𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏3 = 0。
•  对 a, b 奇偶性的 3 种可能情形进行讨论

• a, b 互质，a 和 b 不可能同为偶数

• 容易验证 𝑎𝑎3 + 𝑎𝑎𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏3为奇，不等于0。由归谬法可以证明不存在这样
的有理数根。



补充内容-主析取/合取范式的转换
• 小项

• n个命题变元的合取式，称为布尔合取或小项，其中每个变元与它的否定不能同时存在，但是二者
必须出现且仅出现一次例如
• 𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ∧ ¬𝑥𝑥, ¬𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥, ¬𝑥𝑥 ∧ ¬𝑥𝑥

• n个命题变元共有2𝑛𝑛个小项，每个小项可以用𝑛𝑛位二进制予以编码
• 若𝑛𝑛 = 2，

• 𝑚𝑚11 = 𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥
• 𝑚𝑚10 = 𝑥𝑥 ∧ ¬𝑥𝑥
• 𝑚𝑚01 = ¬ 𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥
• 𝑚𝑚00 = ¬ 𝑥𝑥 ∧ ¬𝑥𝑥

• 对于给定的命题公式，如果有一个等价公式，它仅由小项的析取式组成，则该等价式称作
原式的主析取范式

• 在真值表中，一个公式的真值为T的指派所对应的小项的析取，即为该公式的主析取范式



补充内容-主析取/合取范式的转换
• 大项

• n个命题变元的析取式，称为布尔析取或大项，其中每个变元与它的否定不能同时存在，但是二者
必须出现且仅出现一次例如
• 𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 ∨ ¬𝑥𝑥, ¬𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥, ¬𝑥𝑥 ∨ ¬𝑥𝑥

• 每个大项可以用𝑛𝑛位二进制予以编码
• 若𝑛𝑛 = 2，

• 𝑀𝑀00 = 𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥
• 𝑀𝑀01 = 𝑥𝑥 ∨ ¬𝑥𝑥
• 𝑀𝑀10 = ¬ 𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥
• 𝑀𝑀10 = ¬ 𝑥𝑥 ∨ ¬𝑥𝑥

• 对于给定的命题公式，如果有一个等价公式，它仅由大项的合取式组成，则该等价式称作
原式的主合取范式

• 在真值表中，一个公式的真值为F的指派所对应的大项的合取，即为该公式的主合取范式



例题
•利用真值表，求(𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥) ∨ (𝑥𝑥 ∧ ¬𝑅𝑅)的主合取范式和主析取范式

P Q R (𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥) ∨ (𝑥𝑥 ∧ ¬𝑥𝑥)

1 1 1 1

1 1 0 1

1 0 1 0

1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0

• 主析取范式
• 在真值表中，一个公式的真值为T的指派所对应的小项

的析取，即为该公式的主析取范式

• (𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥 ∧ 𝑅𝑅) ∨ (𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥 ∧ ¬𝑅𝑅) ∨ ¬𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥 ∧ 𝑅𝑅 ∨
(¬𝑥𝑥 ∧ ¬𝑥𝑥 ∧ 𝑅𝑅)

• 主合取范式
• 在真值表中，一个公式的真值为F的指派所对应的大项

的合取，即为该公式的主合取范式

• 𝑥𝑥 ∨ ¬𝑥𝑥 ∨ 𝑅𝑅 ∧ 𝑥𝑥 ∨ ¬𝑥𝑥 ∨ ¬𝑅𝑅 ∧ ¬𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 ∨ ¬𝑅𝑅 ∧
(¬𝑥𝑥 ∨ ¬𝑥𝑥 ∨ ¬𝑅𝑅) ×

• ¬𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 ∨ ¬𝑅𝑅 ∧ ¬𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 ∨ 𝑅𝑅 ∧ 𝑥𝑥 ∨ ¬𝑥𝑥 ∨ 𝑅𝑅 ∧
(𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 ∨ 𝑅𝑅) √



例题
•利用真值表，求(𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥) ∨ (𝑥𝑥 ∧ ¬𝑅𝑅)的主合取范式和主析取范式
• 主析取范式

• 在真值表中，一个公式的真值为T的指派所
对应的小项的合取，即为该公式的主析取
范式

• (𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥 ∧ 𝑅𝑅) ∨ (𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥 ∧ ¬𝑅𝑅) ∨ (¬𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥 ∧
𝑅𝑅) ∨ (¬𝑥𝑥 ∧ ¬𝑥𝑥 ∧ 𝑅𝑅)

• 𝑚𝑚111 ∨ 𝑚𝑚110 ∨ 𝑚𝑚011 ∨ 𝑚𝑚001

• 说明𝑚𝑚101, 𝑚𝑚100, 𝑚𝑚010, 𝑚𝑚000 在真值表中
的为F

• 对应到大项为(¬𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 ∨ ¬𝑅𝑅) ∧ (¬𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 ∨
𝑅𝑅) ∧ (𝑥𝑥 ∨ ¬𝑥𝑥 ∨ 𝑅𝑅) ∧ (𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 ∨ 𝑅𝑅) (主合取)

• 𝑀𝑀101 ∧ 𝑀𝑀100 ∧ 𝑀𝑀010 ∧ 𝑀𝑀000

• 主合取范式
• 在真值表中，一个公式的真值为F的指派所

对应的大项的合取，即为该公式的主合取
范式

• (¬𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 ∨ ¬𝑅𝑅) ∧ (¬𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 ∨ 𝑅𝑅) ∧ (𝑥𝑥 ∨
¬𝑥𝑥 ∨ 𝑅𝑅) ∧ (𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 ∨ 𝑅𝑅)

• 𝑀𝑀101 ∧ 𝑀𝑀100 ∧ 𝑀𝑀010 ∧ 𝑀𝑀000

• 说明𝑀𝑀111 ∨ 𝑀𝑀110 ∨ 𝑀𝑀011 ∨ 𝑀𝑀001 在真值表
中的为T

• 对应到小项为(𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥 ∧ 𝑅𝑅) ∨ (𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥 ∧ ¬𝑅𝑅) ∨
(¬𝑥𝑥 ∧ 𝑥𝑥 ∧ 𝑅𝑅) ∨ (¬𝑥𝑥 ∧ ¬𝑥𝑥 ∧ 𝑅𝑅) (主析取)

• 𝑚𝑚111 ∨ 𝑚𝑚110 ∨ 𝑚𝑚011 ∨ 𝑚𝑚001



证明方法 习题课
黄祥 陈剑豪 包予恒

2024/3/25 1



 讲解内容
 P1 
 P2 
 P12 
 思考题

 平均分
 98

2024/3/25 2

作业情况概括



 试符号化以下各命题，并根据前提推证结论是否有效。
 前提：

 (1) 有的病人喜欢所有的医生
 (2) 没有一个病人喜欢庸医

 结论：
 没有医生是庸医

2024/3/25 3

Problem 1
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Problem 1

 前提：
 (1) 有的病人喜欢所有的医生
 (2) 没有一个病人喜欢庸医

 结论：
 没有医生是庸医。



 请运用命题逻辑进行表示，并证明下列推理。
 （1）“今天海面不平稳并且紫外线不强”
 （2）“若今天海面不平稳或紫外线很强，则探险队不出海”，
 （3）“若探险队不出海，则探险队将修理船只”，
 （4）“若探险队修理船只，则探险队在晚上发布行程记录”

 证明结论
 “探险队在晚上发布行程记录”

2024/3/25 5

Problem 2
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Problem 2

 前提
 （1）“今天海面不平稳并且紫外线不强”
 （2）“若今天海面不平稳或紫外线很强，则探险队不出海”，
 （3）“若探险队不出海，则探险队将修理船只”，
 （4）“若探险队修理船只，则探险队在晚上发布行程记录”

 证明结论
 “探险队在晚上发布行程记录”



 有一个𝑛𝑛 ∗ 𝑛𝑛的方格表，先允许从中任意选择𝑛𝑛 − 1个方格涂为黑色，然
后再逐步地将那些至少与两个已涂黑的方格相邻的方格也涂为黑色。证明, 
不论怎样选择最初的𝑛𝑛 − 1个格，都不能按这样的法则涂黑所有的方格。
 假设能够涂黑所有的方格，那么作为黑色区域来说，方格纸的边界就是区域的边界，

如果将每个小方格的边长记作1, 那么黑色区域的边界总长就应达到4𝑛𝑛。
 但是，在一开始时，黑色区域仅包括𝑛𝑛 − 1个小方格, 即使它们都互不相邻，那么区

域的边界长度也仅为4(𝑛𝑛 − 1)
 而在以后的逐步扩大黑色区域的面积的过程中，由于只能涂黑那些至少已与黑色区域

有两条公共边的方格，因此面积的扩大并不带来边界总长度的增加，从而边界总长度
将始终不会超过4(𝑛𝑛 − 1)

 上述两桩事实是相互矛盾的

2024/3/25 7

Problem 7



 a) 证明或驳斥: 如果𝑎𝑎和𝑏𝑏 是有理数，那么𝑎𝑎𝑏𝑏一定也是有理数。
 不成立， 𝑎𝑎 = 2, 𝑏𝑏 = 1

2

 b) 是否存在𝑎𝑎和𝑏𝑏是无理数，使得𝑎𝑎𝑏𝑏是有理数。

 考虑 2
2
是否为有理数

 若是，则成立

 若不是，则令𝑥𝑥 = 2
2
, 𝑦𝑦 = 2 , 𝑥𝑥𝑦𝑦 为有理数，亦成立
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Problem 12



思考题

证明：4k+1 型的素数有无穷多个.

证明：4k+3 型的素数有无穷多个.

证明：4k+1型的素数等于两个正整数的平方和.



思考题
证明：4k+1 型的素数有无穷多个.
 方法1：证明4 𝑛𝑛2＋1的素因子𝑝𝑝都是4𝑘𝑘＋1型的

 否则， 4 𝑛𝑛2 + 1有一个素因子𝑝𝑝 = 4𝑘𝑘＋3. 
 考虑一个等式： 2𝑛𝑛 (𝑝𝑝−1) = 2𝑛𝑛 4𝑘𝑘＋2 = 4 𝑛𝑛2 2𝑘𝑘＋1

 已知 𝑝𝑝 |(4 𝑛𝑛2＋1)（第一行的假设）, 从而 4 𝑛𝑛2 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝 .
 因此， 4 𝑛𝑛2 2𝑘𝑘＋1 ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝 .（2𝑘𝑘 + 1 个𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝 = −1的数的积还是−1），

4 𝑛𝑛2 2𝑘𝑘＋1 = 2 𝑛𝑛 2(2𝑘𝑘＋1) = 2𝑛𝑛 𝑝𝑝−1 ≡ −1 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝). 
 但是，根据欧拉定理， 2𝑛𝑛 𝑝𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝), 矛盾

– 欧拉定理：若正整数𝑎𝑎和𝑛𝑛互素，则aφ(𝑛𝑛) ≡ 1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛
– 欧拉函数： φ(𝑛𝑛)不大于𝑛𝑛且与𝑛𝑛互素的数的个数(𝑛𝑛为素数时φ 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛 − 1)
– 这里2𝑛𝑛和𝑝𝑝互素，否则 𝑝𝑝 | 4𝑛𝑛2

 方法2：假设只有有限个4𝑘𝑘＋1型的素数，不妨设为𝑝𝑝1, … , 𝑝𝑝𝑛𝑛,
 考虑 𝑚𝑚＝ 2p1… 𝑝𝑝𝑛𝑛 2＋1，𝑚𝑚的素因子都是4k＋1型的(m是4n2 + 1型，上一种方法的

结论 )
 但是，这些 𝑝𝑝𝑖𝑖都不是𝑚𝑚的因子。矛盾。(否则p𝑖𝑖|𝑚𝑚，即p𝑖𝑖| 2p1… 𝑝𝑝𝑛𝑛 2＋1 ) 



思考题

证明：4k+3 型的素数有无穷多个.

 反证法，假设只有有限个4k＋3型的素数，不妨设为p1,..., pn,

 考虑 𝑚𝑚＝4 (𝑝𝑝1… 𝑝𝑝𝑛𝑛 ) − 1＝𝑞𝑞1… 𝑞𝑞𝑙𝑙，qj是素数。

 显然𝑞𝑞𝑗𝑗≠ 𝑝𝑝𝑖𝑖 （否则𝑝𝑝𝑖𝑖|m，即𝑝𝑝𝑖𝑖|𝑞𝑞1… 𝑞𝑞𝑙𝑙 即 𝑝𝑝𝑖𝑖|4 (𝑝𝑝1… 𝑝𝑝𝑛𝑛 ) − 1）

 因此， qj都是4k＋1型的（都是奇数，不可能是4k+2和4k型）

 从而， q1... ql ≡ 1 (mod 4)，即 m ≡ 1 (mod 4).（模4余1相乘还是余1）

 但是， 4 (p1... pn ) -1 ≡ -1 (mod 4)，即 m ≡ -1 (mod 4). 矛盾。



思考题
证明：4k+1型的素数等于两个正整数的平方和.
 设素数𝑝𝑝 = 4𝑘𝑘 + 1, 那么𝑝𝑝 − 𝑖𝑖 ≡ −𝑖𝑖 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝 , 𝑖𝑖 = 1,… , 2𝑘𝑘.
 有 4𝑘𝑘 (4𝑘𝑘 − 1)… (2𝑘𝑘 + 1) ≡ (−1) (−2)… (−2𝑘𝑘) (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝)

 4𝑘𝑘 ! ≡ 2𝑘𝑘 ! 2 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝 （两边同乘2𝑘𝑘!，右边2k项的负号消掉）

 由威尔逊定理， 4𝑘𝑘 ! ≡ −1 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝
– 威尔逊定理：设𝑝𝑝为大于1的正整数，则𝑝𝑝为素数当且仅当(𝑝𝑝 − 1)! ≡ −1 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝)

 令𝑒𝑒 = (2𝑘𝑘)！我们有： 𝑒𝑒2 ≡ −1 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝).
 考虑所有型如𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑦𝑦的数,其中x, y为非负整数, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 < 𝑠𝑠𝑞𝑞𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑝𝑝.则这样的数有 𝑠𝑠𝑞𝑞𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑝𝑝 + 1 2 个 (0,1,…, 𝑠𝑠𝑞𝑞𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑝𝑝 )

 由于 𝑠𝑠𝑞𝑞𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑝𝑝 + 1 2 > 𝑝𝑝, 所以必定有两个这样的数模𝑝𝑝同余（这样的数的数量超过了p的数量）

 即存在非负整数𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑚𝑚 < 𝑠𝑠𝑞𝑞𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑝𝑝,使𝑒𝑒𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ≡ 𝑒𝑒𝑐𝑐 + 𝑚𝑚 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝), 𝑒𝑒𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ≠ 𝑒𝑒𝑐𝑐 + 𝑚𝑚 .
 从而𝑒𝑒(𝑎𝑎 − 𝑐𝑐) ≡ 𝑚𝑚 − 𝑏𝑏 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝)
 于是− 𝑎𝑎 − 𝑐𝑐 2 ≡ 𝑚𝑚 − 𝑏𝑏 2(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝)（两边同时平方， 𝑒𝑒2 ≡ −1 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝).）
 𝑎𝑎 − 𝑐𝑐 2 + 𝑚𝑚 − 𝑏𝑏 2 ≡ 0 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝),显然0 < 𝑎𝑎 − 𝑐𝑐 2 + 𝑚𝑚 − 𝑏𝑏 2 < 2𝑝𝑝 (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑚𝑚 < 𝑠𝑠𝑞𝑞𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑝𝑝)
 所以 𝑎𝑎 − 𝑐𝑐 2 + 𝑚𝑚 − 𝑏𝑏 2 = 𝑝𝑝 . 于是𝑝𝑝可以表示为两个正整数的平方和



集合与函数 习题课
黄祥 陈剑豪 包予恒
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 讲解内容
 1  
 2  
 4  
 5 
 8 
 11  
 12  
 13  
 14  
 15
 16  
 18
 20

 平均分：94
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作业情况概括



 判断下列等式中哪个等式为真。

 f) {∅} ∊ {∅, {∅}}        真 

 g) ∅ ∊ { ∅ , ∅ }        假

2024/4/8 3

Prob1 



 判断下列各集合是否为某集合的幂集。

 错解
 a）认为是空集的幂集

– {∅}
 c）认为是{∅, a}的幂集

– {∅, {∅}, {a}, {∅,a}}
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Prob2



 𝐴𝐴1 = … ,−2,−1,0,1

 𝐴𝐴2 = {… ,−2,−1,0,2}

 𝐴𝐴𝑛𝑛 = {… ,−2,−1,0,𝑛𝑛}
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Prob4
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Prob 5



 假定𝑓𝑓是从𝑋𝑋到𝑌𝑌的函数，𝑔𝑔是从𝑌𝑌到𝑋𝑋 的函数。
证明𝑓𝑓 ◦ 𝑔𝑔 = 𝐼𝐼𝑌𝑌 ，𝑔𝑔 ◦ 𝑓𝑓 = 𝐼𝐼𝑋𝑋 与𝑓𝑓−1 = 𝑔𝑔，𝑔𝑔−1 = 𝑓𝑓等价。
其中𝐼𝐼𝑋𝑋和𝐼𝐼𝑌𝑌 分别是𝑋𝑋 和𝑌𝑌 上的恒等函数。
 1. 证明若𝑓𝑓 ◦ 𝑔𝑔 = 𝐼𝐼𝑌𝑌 ，𝑔𝑔 ◦ 𝑓𝑓 = 𝐼𝐼𝑋𝑋, 则𝑓𝑓−1 = 𝑔𝑔，𝑔𝑔−1 = 𝑓𝑓：

– 𝐼𝐼𝑋𝑋为双射，则𝑔𝑔 ◦ 𝑓𝑓为双射，𝑓𝑓为单射，𝑔𝑔为满射。
– 同理可知𝑔𝑔为单射𝑓𝑓为满射。于是𝑓𝑓和𝑔𝑔都为双射，
– 存在反函数。所以𝑓𝑓−1 = 𝑔𝑔，𝑔𝑔−1 = 𝑓𝑓。

 2. 证明若𝑓𝑓−1 = 𝑔𝑔，𝑔𝑔−1 = 𝑓𝑓, 则𝑓𝑓 ◦ 𝑔𝑔 = 𝐼𝐼𝑌𝑌 ，𝑔𝑔 ◦ 𝑓𝑓 = 𝐼𝐼𝑋𝑋：
– 对任意𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋，𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔−1 (𝑥𝑥) = 𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌 , 有𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦, 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥。
– 对任意𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋，𝑔𝑔 ◦ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔[𝑓𝑓(𝑥𝑥)] = 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 = 𝐼𝐼𝑋𝑋(𝑥𝑥)。𝑔𝑔 ◦ 𝑓𝑓 = 𝐼𝐼𝑋𝑋。
– 反之同理。
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Prob 8
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Prob 11



 设A,B 为可数集，证明：
 (1) 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵是可数集；
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Pro 12



 设A,B 为可数集，证明： 
 (2) 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵是可数集.
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Pro 12



 设𝐴𝐴 = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐}，𝐵𝐵 = 0, 1 𝐴𝐴，由定义证明𝑃𝑃(𝐴𝐴) ≈ 0, 1 𝐴𝐴.
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Pro 14
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Pro 15
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Pro 16
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Pro 18
 借助于费马小定理证明如果𝑛𝑛 是一个正整数，则42 能整除𝑛𝑛7 −

 𝑛𝑛。
 只需证明7 能整除𝑛𝑛7 −  𝑛𝑛且6 能整除𝑛𝑛7 −  𝑛𝑛
 先证7 能整除𝑛𝑛7 −  𝑛𝑛：根据费马小定理，若𝑎𝑎不是𝑝𝑝的倍数，则

𝑎𝑎𝑝𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝)，取𝑎𝑎 = 𝑛𝑛，𝑝𝑝 = 7，
– 若𝑛𝑛是7 的倍数7 能整除𝑛𝑛7 −  𝑛𝑛显然成立
– 若𝑛𝑛不是7 的倍数，则𝑎𝑎6 ≡ 1 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 7)，即7|(n6 − 1),7 能整除𝑛𝑛7 −  𝑛𝑛也同样成

立。

 再证明6 能整除𝑛𝑛7 −  𝑛𝑛： 𝑛𝑛7 −  𝑛𝑛 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛𝑛 + 𝑛𝑛 + 1)(𝑛𝑛 +
1)(𝑛𝑛𝑛 − 𝑛𝑛 + 1)，(𝑛𝑛 − 1)𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1) 必然被2 和3 整除，所以6 能整
除𝑛𝑛7 −  𝑛𝑛。

 综上，42 能整除𝑛𝑛7 −  𝑛𝑛。
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归纳与递归 习题课
黄祥 陈剑豪 包予恒

2024/4/8 1



 本次内容
 5, 9-16

 均分
 91.4

2024/4/8 2

作业情况概括



2024/4/8 3

Pro 5 



2024/4/8 4

Pro 5 



 某班有学生60 人，其中有38 人学习PASCAL 语言，有16 人学
习C语言，有21 人学习COBOL 语言；有3 个人这三种语言都
学习，有2 个人这三种语言都不学习，问仅学习两门语言的学
生数是多少？

2024/4/8 5

Pro 9 



 长度为𝑛𝑛(𝑛𝑛 > 5)且以123开始或以321结尾的三进制串有多少
个?
 3𝑛𝑛−3 + 3𝑛𝑛−3 − 3𝑛𝑛−6 = 53 ∗ 3𝑛𝑛−6

2024/4/8 6

Pro 10



 隔板法就是在n个元素间的（n-1）个空插入k-1个板子，把n个
元素分成k组的方法。

 非空隔板法
 将n个相同的求放到m个不同的盒子里的个数为：𝐶𝐶 𝑚𝑚 − 1，𝑛𝑛 − 1

 可为空的隔板法
 等于把𝑛𝑛 +𝑚𝑚个求放进𝑚𝑚个盒子里，不允许空盒子
 𝐶𝐶(n +𝑚𝑚 − 1,𝑚𝑚 − 1)

2024/4/8 7

隔板法



 长度为12 且不包含“11” 子串的二进制串有多少个?
 最多6个1
 假设有k个1的时候满足条件的二进制串集合为𝐴𝐴𝑘𝑘 ，每个1之间的k-1个

距离为𝑎𝑎1, …𝑎𝑎𝑘𝑘−1(正整数)，第一个1之前，最后一个1之后的0的个数为
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑘𝑘(非负整数) 

 |𝐴𝐴𝑘𝑘|相当于𝑥𝑥0 + 𝑎𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑎𝑘𝑘−1 + 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 12 − 𝑘𝑘
 令𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖 − 1, 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑘𝑘 − 1
 转化为𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑎𝑘𝑘−1 + 𝑎𝑎𝑘𝑘 = 13 − 2𝑘𝑘的非负整数解个数（13-2k个

球放到k+1个盒子里，非空）
 |𝐴𝐴𝑘𝑘| = 𝐶𝐶(13 − 𝑘𝑘, 13 − 2𝑘𝑘)
 𝐴𝐴𝑘𝑘 = 𝐶𝐶 13,13 + 𝐶𝐶(12,11) + +𝐶𝐶(11,9)+ 𝐶𝐶 10,7 + 𝐶𝐶(9,5) + +𝐶𝐶 8,3 +

𝐶𝐶(7,1)
 共377

2024/4/8 8
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Pro 13
 设𝑥𝑥1、𝑥𝑥2、𝑥𝑥3、𝑥𝑥4、𝑥𝑥5 和𝑥𝑥6 是正整数, 方程𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 +

𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥6 < 32有多少个解?
 非空隔板法，考虑𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥7 = 32 , 6个隔板31

个位置

 6 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 31,∑ 𝐶𝐶 𝑦𝑦 − 1,5
– 𝐶𝐶 5,5 + 𝐶𝐶 6,5 +⋯+ 𝐶𝐶 30,5

– 𝐶𝐶(6,6) + 𝐶𝐶 6,5 +⋯+ 𝐶𝐶 30,5

– 𝐶𝐶(7,6) + 𝐶𝐶 7,5 +⋯+ 𝐶𝐶 30,5
– …

– 𝐶𝐶(31,6)

– 736281



 从1000 到9999 之间, 包含多少个正整数

 a) 被9 整除?
 1000 

 b) 被5 或7 整除?
 被5 整除的有1800 个，被7 整除的有1286 个，被35 整除的有257 个，答案

为1800 + 1286 − 257 = 2829。

 c) 是偶数? 
 4500

 d) 不被5 也不被7 整除?
 9000 − 2829 = 6171

2024/4/8 10
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Pro 12
 从1000 到9999 之间, 包含多少个正整数

 e) 有不同的十进制数字?
 9 × 9 × 8 × 7 = 4536。

 f) 被5 整除但不被7 整除?
 即被5 整除且不被35 整除的正整数个数，答案为1800 − 257 = 1543。

 g) 不被3 整除? 
 6000

 h) 被5 和7 整除?
 即被35 整除的正整数个数，答案为257
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Pro 14
 由一个正𝑛𝑛边形的顶点构成的三角形有多少个？如果正𝑛𝑛边形

的边不能是构成三角形的边, 这样的三角形又有多少个
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第七次习题课
陈剑豪，黄祥，包予恒

2024/5/13 1



作业：排列组合&离散概率



•讲解内容
• 1，3，9，13，15，16



Prob1

由m 个A 和n 个B 构成序列, 其中m, n 为正整数, m ≤ n. 如果要求每
个A 后面至少紧跟一个B, 问：有多少个不同的序列.
答案：方法一：先放n 个B , 只有一种放法. 然后在每个B 之间的n 
个空档选择m 个放A, 每个空格至多放一个A，共C(n,m) 种放法.

C（n-m, m+1）



方法二：先放m 个AB, 只有一种放法. 把AB 看成隔板, m 个隔板共
构成m+ 1 个空格, 在空格中放入n −m 个B, 这时每个空格可放多个B. 
因此适用不定方程求解模型：求𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + · · · + 𝑥𝑥m+1 = n −m 的非负
整数解个数. 
答案是C(n − m + m + 1 − 1, n − m) = C(n, n − m) = C(n,m).



相同物体分配到不同盒子
• n个相同物体分配到k个不同的盒子中，有多少种
分配方案？

x1+…+xk=n的非负整数解

含n个0和(k-1)个1的0-1串，C (n+k-1, n)

xk个0x1个0 …

6



Problem 3

•用3 个1, 2 个2, 5 个3, 这十个数字能构成多少个能被2 整除的四位
数?
•答案：
• • 十位为2: 2 × 2 = 4 种
• • 百位为2: 2 × 2 = 4 种
• • 千位为2: 2 × 2 = 4 种
• • 没有2: 2 × 2 × 2 = 8 种.
•总共20 种.



Problem 9

设 p 和 q 是素数且 n = pq。随机选择小于 n 的正整数，该正整数不
被 p 或 q 整除的概率是多少？

答案：易知，p, 2p, 3p, . . . ,(q − 1)p 都可以被 p 整除。这里有 q − 1 
个数被 p 整除，同理可知，有 p − 1 个数可以被 q 整除。由于 p 和 
q 都是素数，他们的最小公倍数是 n，所以不存在一个能同时被 p 
和 q 整除的小于 n 的正整数。所 以，随机选择的正整数不被 p 或 q 
整除的概率是 1-[(p +q − 2)/(pq-1)]。 
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Problem 13

当一个均匀的骰子被掷10 次时，出现偶数点的次数的方差是多少?

答案：设随机变量X 是骰子抛掷十次的结果, 根据独立性





Problem 15

某人爱说谎, 三句只能信两句. 他扔了一个骰子, 报告说是“四点”. 问
这个骰子真是四点的概率是多少?



Problem 16

假设现在有100 个座位, 从1 号到100 号, 从其中随机选择25 个座位, 
所选的连续座位对的期望是多少?(譬如{1, 2}就是一个连续座位对).

答案： 一共有 99 个连续座位对: {1, 2}, {2, 3}, ..., {99, 100}, 每个连续
座位对被选择的概率是 25

100×
24
99。总座位对的期望是 99× 25

100×
24
99 = 

6.





小结

•条件概率与贝叶斯定理
•随机变量及其期望、方差（特别注意线性特性）



•数理逻辑
• 命题逻辑
• 谓词逻辑
• 集合论

•数论
•组合

• 组合计数
• 离散概率

•代数
• 二元关系
• 格论

2024/5/13 15

Outline



数理逻辑 •怎么写命题逻辑和谓词逻辑的推
理？
•命题逻辑和谓词逻辑最大的区别？
•谓词逻辑必须有谓词、变量、量
词！

•怎么叙述一个归纳过程？
•怎么讨论集合的势（基数）？

• 命题逻辑
• 真值表
• 常用的逻辑等价定律
• 合取范式/析取范式
• 命题推理规则

• 谓词逻辑
• 前束范式
• 谓词推理规则

• 证明方法
• 归谬
• 数学归纳法

• 集合论
• 基数
• 等势关系
• 可数集
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怎么写命题逻辑的推理？



怎么写谓词逻辑
的推理？



•归纳法：𝑃𝑃 0 成立，如果∀𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛.𝑃𝑃 𝑚𝑚 成立，要是能证明
𝑷𝑷 𝒏𝒏+ 𝟏𝟏 成立……
• 𝑃𝑃 0 ,∀𝑛𝑛. ∀𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛.𝑃𝑃 𝑚𝑚 → 𝑃𝑃 𝑛𝑛 + 1 ⊢ ∀𝑃𝑃 𝑛𝑛
• 要处理的是还不知道是不是成立的𝑃𝑃 𝑛𝑛 + 1 ，不是𝑃𝑃 𝑛𝑛
• 如𝑃𝑃 𝑛𝑛 + 1 = ∀𝑥𝑥.𝑄𝑄 𝑛𝑛 + 1, 𝑥𝑥 → 𝑅𝑅 𝑥𝑥 ，要处理所有𝑥𝑥 ∈ 𝑥𝑥 𝑄𝑄 𝑛𝑛 + 1, 𝑥𝑥

2024/5/13 19

怎么叙述一个归纳过程？



•不要做任意的基数算术
• 𝑆𝑆 + 𝑇𝑇 ≝ 𝑆𝑆 ∪ 𝑇𝑇

•利用已知的基数
• 0,1,2, … ,ℵ0,ℵ1

•可用的比较方式
• 𝑎𝑎到𝑏𝑏存在双射， 𝑎𝑎和𝑏𝑏的基数相同， 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏
• 𝑎𝑎到𝑏𝑏存在单射，𝑎𝑎的基数小于等于𝑏𝑏的， 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏
• 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏 ≝ 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ∧¬ 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏

•证明存在不要写“可以对应”，把相应的映射写出来
• 特殊的𝐴𝐴到ℵ0有单射的写法：记𝐴𝐴中的元素为𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3…

2024/5/13 20

怎么讨论集合的势（基数）？



•考虑好逆否命题和充分条件、必要条件，不要写半个证明
• 一般来说，直接写出一个逆否命题不叫证明叫抄题

2024/5/13 21

证明方法中各种常见问题



数论, 代数 •怎么判定一个性质？

• 数论
• 高斯同余、算术中国剩余定理、费马

小定理、欧拉定理…

• 二元关系
• 关系的性质，自反、对称、传递…
• 关系的闭包(Warshall算法)
• 等价关系（集合的划分）

• 格论（偏序集与格）
• 偏序与全序
• 哈斯图
• 极大（小）元，最大（小）元
• 上（下）确界
• 链和反链
• 格的定义
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•按照定义把所有条件列出来，不要省略
• E.g.,

• ∀𝑎𝑎. 𝑎𝑎, 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅?
• ∀𝑎𝑎.∀𝑏𝑏. 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 → 𝑏𝑏, 𝑎𝑎 ∈ 𝑅𝑅?
• ∀𝑎𝑎.∀𝑏𝑏.∀𝑐𝑐. 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 ∧ 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅 → 𝑎𝑎, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅?
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怎么判定一个性质？



第八周习题课

离散数学

南京大学计算机科学与技术系



内容提要

 偏序集与格

 期中考试试题

2



Problem 6
下图给出了 6 个偏序集的哈斯图. 判断其中哪些是格. 如果不是格, 请说
明理由.

答案: (a),(c),(f) 是
格. (b),(d),(e) 不
是格. 在 (b) 中 
{d, e} 没有最大下
界. 在 (d) 中 {d, 
e} 没有最大下界. 
在 (e) 中 {a, b} 没
有最大下界. 



Problem 7
格 Problem 6 (c) 的哪些元素有补元? 对于有补元的元素, 写出其补元. 

答案：所有元素都有补元. a 与 f 互为补元, b 的补元
是 c 和 d, c 的补元是 b 和 e, d 的补元是 b 和 e, e 的
补元是 c 和 d.

补元的定义: 设<A, ∧, ∨, 0, 1> 是有界格, a∈A, 若存
在 b ∈A, 使得 a ∨ b=1, 且 a ∧ b =0, 称b是a的补元
。



Problem 8
说明格 Problem 6 (c) 是否为分配格, 有补格或布尔格.

答案：不是分配格, 因为含有 5 元子格与五角格同构. 是有补
格, 每个元素都有补元. 不是布尔格, 因为不是分配格.



Problem 9
设 (𝐿𝐿, ≤) 为一有界分配格，𝐿𝐿1 是 𝐿𝐿 中所具有补元的元素组成的集合，试
证明：(𝐿𝐿1, ≤1) 是 (𝐿𝐿,≤) 的子格 

答案：设 (𝐿𝐿, ≤) 诱导的代数格为 (𝐿𝐿, ∨, ∧), 由于 0,1 互为补元，所以 0, 1 ∈ 𝐿𝐿1，
故 𝐿𝐿1 非空. 对于任意的 a, b ∈ 𝐿𝐿1，存在 a′ , b′ ∈ 𝐿𝐿，使 a′ , b′ 分别为 a, b 的补
元. 
注意到 (𝐿𝐿, ≤) 为有界分配格，有 
(a ∨ b) ∧ (a′ ∧ b′ ) = (a′ ∧ b′ ∧ a) ∨ (a′ ∧ b′ ∧ b) = 0 ∨ 0 = 0 
(a ∧ b) ∨ (a′ ∨ b′ ) = (a′ ∨ b′ ∨ a) ∧ (a′ ∨ b′ ∨ b) = 1 ∧ 1 = 1 
同理可证：(a ∨ b) ∨ (a′ ∧ b′ ) = 1, (a ∧ b) ∧ (a′ ∨ b′ ) = 0 
因此 a ∨ b 和 a ∧ b 均有补元, 从而 a ∨ b, a ∧ b ∈ 𝐿𝐿1, 证得 (𝐿𝐿1, ≤1) 是 (𝐿𝐿, ≤) 的
子格



Problem 10
设格 (𝐿𝐿, ≤), 试证明对于任意的 a, b, c ∈ 𝐿𝐿, 有 a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a 
∧ c) 成立等价于 a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) 成立 

证明：
假设对于任意的 a, b, c ∈ 𝐿𝐿, 有 
a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)
则 (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) = ((a ∨ b) ∧ a) ∨ ((a ∨ b) ∧ c) 
= ((a ∧ a) ∨ (b ∧ a)) ∨ ((a ∧ c) ∨ (b ∧ c)) 
= (a ∨ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)) ∨ (b ∧ c) 
= a ∨ (b ∧ c) 

反之，类似可证.
a ∧ (a ∨ c) = (a ∧ (a ∨ b)) ∧ (b ∨ c) 
= a ∧ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) 
= a ∧ (b ∨ (a ∧ c)) 
= (a ∨ (a ∧ c) ∧ (b ∨ (a ∧ c) 
= (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) 



 偏序集与格

 期中考试试题
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一、（本题满分12分）
自定义谓词，用谓词逻辑语句表示下列各前提和结论的陈述，并证明结论成立.
前提：
1) 2024年春，所有大一计算机系的同学均参加了春游：玄武湖骑行。
2) 所有参加玄武湖骑行的同学要么自备了骑行车辆，要么租用了园区骑行车辆。
3) 所有租用园区骑行车辆的同学均需要交纳租用押金或者签署租用协议书。
4) 王小花同学是大一计算机系同学，并且王小花同学没有自备骑行车辆。
5) 王小花同学没有交纳租用押金。
结论：
王小花同学签署了租用协议书。



【参考解答与评分标准】
（定义各谓词：4分）𝐴𝐴 𝑥𝑥 : 𝑥𝑥为大一计算机系同学；𝐵𝐵 𝑥𝑥 : 𝑥𝑥参加玄武湖骑行；
𝐶𝐶 𝑥𝑥 : 𝑥𝑥自备骑行车辆；𝐷𝐷 𝑥𝑥 : 𝑥𝑥租用园区骑行车辆；𝐸𝐸 𝑥𝑥 : 𝑥𝑥交纳了租用押金；
𝐹𝐹 𝑥𝑥 : 𝑥𝑥签署了租用协议书；选择个体𝑘𝑘：王小花
各语句翻译如下：（翻译：4分）
前 提 ： 1 ） ∀𝑥𝑥 𝐴𝐴 𝑥𝑥 → 𝐵𝐵 𝑥𝑥 ;2） ∀𝑥𝑥 𝐵𝐵 𝑥𝑥 → 𝐶𝐶 𝑥𝑥 ∨ 𝐷𝐷 𝑥𝑥 ;3） ∀𝑥𝑥�

�
𝐷𝐷 𝑥𝑥 →

𝐸𝐸 𝑥𝑥 ∨ 𝐹𝐹 𝑥𝑥 ;4）𝐴𝐴 𝑘𝑘 ∧ ¬𝐶𝐶(𝑘𝑘);5）¬𝐸𝐸(𝑘𝑘);结论：𝐹𝐹(𝑘𝑘)
推理过程如下（推理过程：4分，可以不写后面的说明）
① 𝐴𝐴 𝑘𝑘 → 𝐵𝐵 𝑘𝑘 全称例示 from 1)
② 𝐵𝐵 𝑘𝑘 → 𝐶𝐶(𝑘𝑘) ∨ 𝐷𝐷 𝑘𝑘 全称例示 from 2)
③ 𝐴𝐴 𝑘𝑘 → 𝐶𝐶 𝑘𝑘 ∨ 𝐷𝐷 𝑘𝑘 假言三段论 from ①、②
④ 𝐴𝐴 𝑘𝑘 化简from 4）
⑤ 𝐶𝐶(𝑘𝑘) ∨ 𝐷𝐷(𝑘𝑘) 假言推理 from ③、④
⑥ ¬𝐶𝐶(𝑘𝑘) 化简 from 4）
⑦ 𝐷𝐷(𝑘𝑘) 取拒式from ⑤、⑥
⑧ 𝐷𝐷 𝑘𝑘 → 𝐸𝐸(𝑘𝑘) ∨ 𝐹𝐹(𝑘𝑘) 全称例示 from 3）
⑨ 𝐸𝐸(𝑘𝑘) ∨ 𝐹𝐹(𝑘𝑘) 假言推理from ⑦、⑧
⑩ ¬𝐸𝐸(𝑘𝑘) Premise 5)
⑪ 𝐹𝐹 𝑘𝑘 取拒式from ⑨、⑩
仅用命题逻辑证明本题最多给4分。



二、（本题满分10分）

请将下列命题翻译成谓词逻辑语句，并证明命题成立：

对于任意大于2的正整数𝑛𝑛，均存在连续的𝑛𝑛个正整数，它们均为合数。

【参考解答与评分标准】

表达：谓词 𝐶𝐶(𝑥𝑥) 表示 𝑥𝑥是合数，可翻译为： ∀𝑛𝑛 𝑛𝑛 > 2 ∧ 𝑛𝑛 ∈ ℤ+ →

∃𝑘𝑘∀𝑖𝑖 𝑖𝑖 > 0 ∧ 𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘 → 𝑖𝑖 + 𝑘𝑘 ∈ ℤ+ ∧ 𝐶𝐶 𝑖𝑖 + 𝑘𝑘 其它相似的表达也可以，比

如 ： ∀𝑛𝑛 �

�

𝑛𝑛 ∈ ℕ ∧ 𝑛𝑛 > 2 → ∃𝑘𝑘 �

�

𝑘𝑘 ∈ ℕ ∧ 𝑘𝑘 > 1 ∧ ∀𝑖𝑖�

�

𝑖𝑖 ∈ ℕ ∧ 𝑖𝑖 < 𝑛𝑛 →

𝐶𝐶 𝑖𝑖 + 𝑘𝑘 （6分）

2）构造性证明， 𝑛𝑛 + 1 ! + 2, 𝑛𝑛 + 1 ! + 3，…, 𝑛𝑛 + 1 ! + (𝑛𝑛 + 1)，该序

列满足要求，每个都是合数。（4分）



三、（本题满分12分）

【参考解答与评分标准】

1. 函数集合Φ属于可数集合；具体证明参考可数集合笛卡尔积示例；（4分）

2. 解集属于可数集合；具体证明参考可数集合笛卡尔积示例；（4分）

3. 有定义可得，∀𝑥𝑥0 ∈ 𝑆𝑆𝑓𝑓 𝑥𝑥0 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ；两边运用函数的复合运算，可得

𝑓𝑓 𝑥𝑥0 = 𝑓𝑓 𝑓𝑓 𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥0；所以可得∀𝑥𝑥0 ∈ 𝑆𝑆𝑓𝑓 → 𝑥𝑥0 ∈ 𝑇𝑇𝑓𝑓，所以可得𝑆𝑆𝑓𝑓 ⊆ 𝑇𝑇𝑓𝑓（4

分）

令 𝜙𝜙 为 2 次 整 系 数 多 项 式 函 数 的 集 合 ， 即 𝜙𝜙 =
𝑓𝑓:ℝ → ℝ 𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑐𝑐, 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ ℤ, 𝑎𝑎 ≠ 0 .

(1) 试分析𝜙𝜙是否为可数集合；

(2) 试分析 𝑥𝑥 ∈ ℝ ∃𝑓𝑓 ∈ 𝜙𝜙, 𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 0 是否为可数集合；

(3) 对于任意给定的𝑓𝑓 ∈ 𝜙𝜙，令𝑆𝑆𝑓𝑓 = 𝑥𝑥 ∈ ℝ 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥 ，𝑇𝑇𝑓𝑓 =
𝑥𝑥 ∈ ℝ 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓 𝑓𝑓 𝑥𝑥 ，试证明：𝑆𝑆𝑓𝑓 ⊆ 𝑇𝑇𝑓𝑓.



四、（本题满分10分）

【参考解答与评分标准】

1. 等价关系证明略，只需要证明自反、对称、传递即可。（6分）

2. 商集答案略（4分）

令ℤ+为正整数集,令𝐴𝐴 = ℤ+ × ℤ+，定义𝐴𝐴上的二元关系𝑅𝑅如下：

𝑎𝑎, 𝑏𝑏 , 𝑐𝑐,𝑑𝑑 ∈ 𝑅𝑅 ⟺
𝑎𝑎
𝑏𝑏

=
𝑐𝑐
𝑑𝑑

,

证明：𝑅𝑅为等价关系，并给出商集𝐴𝐴/𝑅𝑅.



五、（本题满分10分）

某厂流水线采用基于AI大模型的检测系统实现自动化缺陷样品检测. 已知该厂样

品的缺陷率为0.1%. 在自动化检测过程中，如果某样品有缺陷，则该样品被成功

检测为缺陷样品的概率为99%；如果样品无缺陷，则该样品被检测为无缺陷样品

（正常样品）的概率为95%. 现在某个样品被AI系统检测为缺陷样品，请问该样

品确实为缺陷样品的概率是多少？

【参考解答与评分标准】

定义事件𝐴𝐴: 表示被检测样品有缺陷，𝐵𝐵: 表示被检测样品被检测为缺陷样品；要

求的是条件概率𝑝𝑝(𝐴𝐴|𝐵𝐵)

𝑝𝑝 𝐴𝐴 𝐵𝐵 = 𝑝𝑝(𝐴𝐴𝐴𝐴)
𝑝𝑝(𝐴𝐴)

= 𝑝𝑝(𝐴𝐴|𝐴𝐴)𝑝𝑝(𝐴𝐴)
𝑝𝑝(𝐴𝐴)

=
0.1%×99%

0.1%×99%+5%×99.9%
= 11

566
≈ 0.0194

（给出事件定义即可给4分，过程6分）



六、（本题满分10分）

若𝑝𝑝为素数，𝑞𝑞为合数，且𝑝𝑝与𝑞𝑞互素（最大公约数为1），请判断 𝑝𝑝𝑞𝑞是有理数还

是无理数，并给出结论的证明。

【参考解答与评分标准】
说明：本题解法较多，给出结论和运用反证法均可得分，证明过程为6分。

结论： 𝑝𝑝𝑞𝑞为无理数（2分）

假设 𝑝𝑝𝑞𝑞为有理数，则 𝑝𝑝𝑞𝑞 = 𝑚𝑚
𝑛𝑛
，且(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = 1。（2分）

解法一：由𝑚𝑚2 = 𝑛𝑛2𝑝𝑝𝑞𝑞，可得𝑝𝑝|𝑚𝑚2；

由于𝑝𝑝为质数，所以𝑝𝑝|𝑚𝑚；

𝑝𝑝|𝑚𝑚 → 𝑝𝑝2|𝑚𝑚2 → 𝑝𝑝2|𝑛𝑛2𝑝𝑝𝑞𝑞 → 𝑝𝑝|𝑛𝑛2𝑞𝑞

由于𝑝𝑝, 𝑞𝑞互素，所以𝑝𝑝|𝑛𝑛2。

𝑝𝑝|𝑛𝑛2 → 𝑝𝑝|𝑛𝑛

所以(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = 𝑝𝑝，与(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = 1矛盾。（6分）



解法二：由𝑚𝑚2 = 𝑛𝑛2𝑝𝑝𝑞𝑞，可得𝑛𝑛2|𝑚𝑚2 → 𝑛𝑛|𝑚𝑚；

由于(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = 1，所以𝑛𝑛 = 1 → 𝑝𝑝𝑞𝑞 = 𝑚𝑚2 → 𝑝𝑝|𝑚𝑚2；

由于𝑝𝑝为质数，所以𝑝𝑝|𝑚𝑚；

𝑝𝑝|𝑚𝑚 → 𝑝𝑝2|𝑚𝑚2 → 𝑝𝑝2|𝑝𝑝𝑞𝑞 → 𝑝𝑝|𝑞𝑞

与𝑝𝑝, 𝑞𝑞互素矛盾。（6分）

解法三：

由𝑚𝑚2 = 𝑛𝑛2𝑝𝑝𝑞𝑞，可得𝑛𝑛2|𝑚𝑚2 → 𝑛𝑛|𝑚𝑚；

由于(𝑚𝑚,𝑛𝑛) = 1，所以𝑛𝑛 = 1 → 𝑝𝑝𝑞𝑞 = 𝑚𝑚2；

将𝑚𝑚2写作质数乘积的形式：

𝑚𝑚2 = 𝑎𝑎1
𝑚𝑚1𝑎𝑎2

𝑚𝑚2𝑎𝑎3
𝑚𝑚3 . . .

注意其指数均为偶数。

将𝑞𝑞写作质数乘积的形式：

𝑞𝑞 = 𝑎𝑎1
𝑞𝑞1𝑎𝑎2

𝑞𝑞2𝑎𝑎3
𝑞𝑞3 . . .

由于𝑝𝑝, 𝑞𝑞互素，所以𝑞𝑞不存在于𝑝𝑝的分解中，即

𝑝𝑝𝑞𝑞 = 𝑝𝑝𝑎𝑎1
𝑞𝑞1𝑎𝑎2

𝑞𝑞2𝑎𝑎3
𝑞𝑞3 . . .

𝑝𝑝所对应的指数为奇数，与𝑚𝑚2的指数均为偶数矛盾。（6分）



七、（本题满分12分）

给定两个正整数𝑛𝑛, 𝑘𝑘满足𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛。给定一个𝑛𝑛元有限集合𝐴𝐴，令𝑃𝑃(𝐴𝐴)表示𝐴𝐴的幂集.
(1) 令𝐵𝐵为𝐴𝐴的一个大小为𝑘𝑘的子集（0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑛𝑛），证明𝑃𝑃(𝐴𝐴)恰好有22𝑛𝑛−𝑘𝑘 − 1个
非空子集𝑆𝑆满足𝐵𝐵 ⊆ ⋂𝐷𝐷∈𝑆𝑆 𝐷𝐷；

(2) 证明𝑃𝑃(𝐴𝐴)恰好有∑𝑖𝑖=0𝑛𝑛 −1 𝑖𝑖 𝑛𝑛
𝑖𝑖 (22𝑛𝑛−𝑖𝑖 − 1) 个非空子集𝑆𝑆满足⋂𝐷𝐷∈𝑆𝑆 𝐷𝐷 = ∅.

【参考解答与评分标准】

1） 若𝐵𝐵 ⊆ ⋂𝐷𝐷∈𝑆𝑆 𝐷𝐷，则任何集合𝐷𝐷 ∈ 𝑆𝑆均满足𝐵𝐵 ⊆ 𝐷𝐷 （1分）

因此每个𝑆𝑆的构造可以看成先选𝑃𝑃(𝐴𝐴 − 𝐵𝐵)的一个非空子集𝑆𝑆′，然后令每个集合

𝐷𝐷′ ∈ 𝑆𝑆′都并上𝐵𝐵。（3分）

由于𝑆𝑆′不能为空集，我们可以计算得到满足要求的𝑆𝑆有2 𝑃𝑃 𝐴𝐴−𝐴𝐴 − 1 = 22𝑛𝑛−𝑘𝑘 − 1

个。（2分）



2） 对𝐴𝐴的任意元素𝑎𝑎，构造集合𝑇𝑇𝑎𝑎为𝑃𝑃 𝐴𝐴 的所有满足 𝑎𝑎 ⊆ ⋂𝐷𝐷∈𝑆𝑆 𝐷𝐷的非空子集𝑆𝑆。

我们需要计算22𝑛𝑛 − 1 − |⋃𝑎𝑎 𝑇𝑇𝑎𝑎 |。（2分）

根 据 容 斥 原 理 ， ⋃𝑎𝑎 𝑇𝑇𝑎𝑎 = 𝐿𝐿1 − 𝐿𝐿2 + ⋯+ −1 𝑛𝑛−1𝐿𝐿𝑛𝑛 。 其 中 𝐿𝐿𝑘𝑘 =

∑1≤𝑖𝑖1<𝑖𝑖2<⋯<𝑖𝑖𝑘𝑘≤𝑛𝑛 |𝑇𝑇𝑖𝑖1 ∩ ⋯∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑘𝑘|。（2分）

由于𝑇𝑇𝑖𝑖1 ∩ ⋯∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑘𝑘为𝑃𝑃 𝐴𝐴 的所有满足 𝑖𝑖1, … , 𝑖𝑖𝑘𝑘 ⊆ ⋂𝐷𝐷∈𝑆𝑆 𝐷𝐷的非空子集𝑆𝑆，根据第一

问，我们有 𝑇𝑇𝑖𝑖1 ∩ ⋯∩ 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑘𝑘 = 22𝑛𝑛−𝑘𝑘 − 1。代入得证。（2分）

(2) 证明𝑃𝑃(𝐴𝐴)恰好有∑𝑖𝑖=0𝑛𝑛 −1 𝑖𝑖 𝑛𝑛
𝑖𝑖 (22𝑛𝑛−𝑖𝑖 − 1) 个非空子集𝑆𝑆满足⋂𝐷𝐷∈𝑆𝑆 𝐷𝐷 = ∅.



八、（本题满分12分）
假设有30个小球，小球的颜色一共有14种（每个小球只有一种颜色）. 将这些小

球平均放入6个箱子里，每个箱子刚好放入5个小球。令𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3,𝐴𝐴4,𝐴𝐴5,𝐴𝐴6分别

为6个箱子里面小球的颜色的集合。证明以下两个条件不可能同时满足：

(1) 任意箱子内部的小球颜色两两不同，即 |𝐴𝐴𝑖𝑖| = 5 (𝑖𝑖 = 1,2,⋯ , 6) ；
(2) 对任意两个不同的箱子，最多只有一种相同颜色的小球被同时放置到这两个

箱子里，即 
𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐴𝐴𝑗𝑗 ≤ 1 1 ≤ 𝑖𝑖 < 𝑗𝑗 ≤ 6 。

【参考解答与评分标准】
根据反证法假设存在一种小球放置方案使得两个条件(1)(2)均满足（1分）
根据鸽笼原理，必然存在一种颜色有至少3个小球𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3，不妨假设它们的颜
色为红色（3分，证明中提及鸽笼原理即得3分）
根据条件(1)，这3个小球𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, 𝑎𝑎3必然被放置到3个不同的箱子，不妨假设这3个
箱子编号为1,2,3。（2分）
根据条件(1)(2)，这3个箱子内部剩余的12个小球颜色必然两两不同，并且不为
红色。因此， 𝐴𝐴1 ∪ 𝐴𝐴2 ∪ 𝐴𝐴3 = 13。（2分）



考虑4号箱子，根据条件(2)， 𝐴𝐴4 ∩ 𝐴𝐴1 ∪ 𝐴𝐴2 ∪ 𝐴𝐴3 = |
|

(𝐴𝐴4∩ 𝐴𝐴1) ∪ (𝐴𝐴4 ∩
𝐴𝐴2) ∪ (𝐴𝐴4 ∩ 𝐴𝐴3) ≤ (𝐴𝐴4∩ 𝐴𝐴1 +|(𝐴𝐴4 ∩ 𝐴𝐴2 + (𝐴𝐴4∩ 𝐴𝐴3 ≤ 3。因此，4号箱子
最多用了前三号箱子的三种颜色。（2分）
结合条件(1)，4号箱子至少出现了2种颜色的小球，并且这2种颜色和前三号
箱子的13种颜色均不相同。因此，小球颜色一共有至少15种，矛盾。（2分）



九、（本题满分12分）
已知𝑘𝑘为大于等于2的正整数，并且给定集合𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3, … ,𝐴𝐴𝑘𝑘.
(1) 若𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3, … ,𝐴𝐴𝑘𝑘均为有限集合，试给出使

𝑃𝑃 �
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘

𝐴𝐴𝑖𝑖 ≈ 𝑃𝑃 𝐴𝐴1 × 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 × ⋯× 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑘𝑘

成立的充分必要条件，并证明结论；

（注：𝑃𝑃(𝐴𝐴)表示集合𝐴𝐴的幂集，𝐴𝐴 ≈ 𝐵𝐵表示集合𝐴𝐴与𝐵𝐵等势.）
(2) 若𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3, … ,𝐴𝐴𝑘𝑘均为可数集合，且其中至少存在一个无限集合，请证明

：

𝑃𝑃 �
𝑖𝑖=1

𝑘𝑘

𝐴𝐴𝑖𝑖 ≈ 𝑃𝑃 𝐴𝐴1 × 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 × ⋯× 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑘𝑘 .



【参考解答与评分标准】

1. 充分必要条件为：∀𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗,𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐴𝐴𝑗𝑗 = ∅；给出充分必要条件（2分），证

明可使用数学归纳法（4分）；

2. 不妨假设𝐴𝐴1为无限可数集合。

由条件得⋃𝑖𝑖=1
𝑘𝑘 𝐴𝐴𝑖𝑖为可数集合。由于𝑘𝑘是有限的正整数，⋃𝑖𝑖=1

𝑘𝑘 𝐴𝐴𝑖𝑖为无限可数集合

，与自然数集等势（2分）

因此，𝑃𝑃 𝐴𝐴1 与𝑃𝑃(⋃𝑖𝑖=1
𝑘𝑘 𝐴𝐴𝑖𝑖)均与实数集等势。𝑃𝑃 𝐴𝐴2 , … ,𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑘𝑘 的基数小于等于实

数集的基数（3分）

由于𝑘𝑘是有限的正整数，𝑃𝑃 𝐴𝐴1 × 𝑃𝑃 𝐴𝐴2 × ⋯× 𝑃𝑃 𝐴𝐴𝑘𝑘 也与实数集等势，命题得

证（1分）



第十一周习题课

离散数学

南京大学计算机科学与技术系



内容提要

 代数系统引论

 群论导引

2



Problem 1
设 S 为 n 元集,问

(1) 集合 S 上可以定义多少个不同的二元运算？

(2) 其中有多少个二元运算是可交换的？

(3) 其中有多少个二元运算是幂等的？

(4) 其中有多少个二元运算是既不可交换又不幂等的？



Problem 2
设A = {0, 1}, S = 𝐴𝐴𝐴𝐴,
(1) 试列出S中的所有元素;

(2) 给出S上函数复合运算的运算表, 并指出单位元、零元和每一个可逆
元素的逆元.



Problem 3
设 A = {a, b, c}, a, b, c ∈ R, 能否确定 a, b, c 的值使得

(1) A 对普通加法封闭？

(2) A 对普通乘法封闭？

(1)不能. 假设存在满足题意的集合 A, 那么 A 中必然存在绝对值最大的非零
元素, 不妨假设是 a, 那么 |a + a| = 2|a| > |a| 比 A 中绝对值最大的
元素还大, 因此不属于 A, 矛盾. 故不存在满足题意的集合. 

(2) 能, A = {−1, 0, 1}.



Problem 4
判断下列集合对所给的二元运算是否封闭, 并说明理由.

(1) 非零整数集合 𝑍𝑍∗ 和普通的除法运算.

(2) 全体 n × n 实可逆矩阵集合关于矩阵加法和乘法运算, 其中 n ≥ 
2.

(3) 正实数集合 𝑅𝑅+和 ◦ 运算, 其中 ◦ 运算定义为：

∀a, b ∈ 𝑅𝑅+, a ◦ b = ab − a − b

(4) S = {x|x = ln n, n ∈ 𝑍𝑍+} 关于普通的加法和乘法运算.

(1)不封闭. 
(2)加法不封闭, 乘法封闭. 
(3)不封闭. 
(4)加法封闭, 乘法不封闭. 



Problem 5
R 为实数集, 定义以下4 个函数𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2, 𝑓𝑓3, 𝑓𝑓4. ∀x, y ∈ R 有

𝑓𝑓1((x, y)) = x · y, 𝑓𝑓2((x, y)) = x − y,

𝑓𝑓3((x, y)) = max(x, y), 𝑓𝑓4((x, y)) = |x − y|.

(1) 判断上述二元运算是否为可交换, 可结合, 幂等的.

(2) 求上述二元运算的单位元, 零元以及每一个可逆元素的逆元.

(3) 设A = {a, b}, 试给出A 上一个不可交换, 也不可结合的二元运算.



Problem 6
设S = {1, 2, ..., 10}, 问下面定义的运算能否与S 构成代数系统⟨S, 
∗⟩? 如果能, 则说明∗ 运算是否满足交换律、结合律, 并给出单位元和
零元.

(1) x ∗ y = gcd(x, y), gcd(x, y) 是x 与y 的最大公约数.

(2) x ∗ y = lcm(x, y), lcm(x, y) 是x 与y 的最小公倍数.

(3) x ∗ y = max(x, y).

(4) x ∗ y = 质数p 的个数, 其中x ≤ p ≤ y.



Problem 7
判断集合 A = {x | x ∈ N ∧ x 与 5 互素 } 能否构成代数系统 V = 
⟨N, +⟩ 的子代数, 并说明理由.

不能. 2 + 3 = 5.



Problem 8



Problem 9
设集合A = {a, b, c}，◦ 是 A 上的二元运算，在 V = ⟨A, ◦⟩ 的运算表中，除
了a ◦ b = a 以外，其余运算结果都等于b.

试给出V = ⟨A, ◦⟩ 的两个非恒等映射的自同态.

（自同态：如果映射 f 是 V 到 V 的，则称 f 为自同态.）



Problem 10



 偏序集与格

 群论导引
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Problem 11
S = {a, b, c}, ∗ 是S 上的二元运算, 且∀x, y ∈ S, x ∗ y = x.

(1) 证明S 关于∗ 运算构成半群.

(2) 试判断S 成为独异点的条件.

(1) 运算显然是封闭的. 因为∀x, y, z ∈ S, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ y 
= x 且 x ∗ (y ∗ z) = x ∗ y = x. 所以结合律成立. 综上, S关于∗ 
运算构成半群.

(2) 若存在e ∈ S, 使得 e 为 S 中的单位元, 必有 a ∗ e = e ∗ a 
= a, 而∀x, y ∈ S, x ∗ y = x, 那么e ∗ a = e, 于是得到 e = a. 
因此如果存在单位元, 这个单位元必然与每个元素相同. 因此 S 成为
独异点当且仅当a = b = c.



Problem 12
证明：有单位元且满足消去律的有限半群一定是群。



Problem 13
设 G 是一个群, 并且 |G| 为偶数, 证明 G 中必定存在一个元素 g 满
足 g ≠ e 且 g = 𝑔𝑔−1



Problem 14
证明：设 a 是群 ⟨G, ◦⟩ 的幂等元, 则 a 一定是单位元.



Problem 15



Problem 16
设 G 为群，a, b ∈ G 且是有限阶元。记 |a| = r ，证明： 

(1) 𝑎𝑎𝑘𝑘 = e (k ∈ Z) 当且仅当 r|k

(2) |𝑏𝑏−1ab| = |a| 
(3) |ab| = |ba| 



(2) |𝑏𝑏−1ab| = |a|  
(3) |ab| = |ba| 



Problem 17





Problem 18
对没有单位元的半群 M, 是否一定能在其中加入一个新元素 e 使得 M 
∪ {e} 是含有单位元 e 的半群?

是。验证添加 e 之后的半群仍满足结合律即可。



Problem 19
设 M 是有单位元 e 的半群, a, b是 M 中的可逆元, 试证 ab 也是 M 
的可逆元。 



第十四周习题课

离散数学

南京大学计算机科学与技术系



内容提要

 图的表示与图同构

 图的连通性

2



Problem 1

注意不对称的邻接矩阵对应有向图



Problem 2



Problem 2(cont.)



Problem 3

简单地说，补图中两个顶点有边，当且仅当原图中这两个
顶点之间无边。利用G、H同构，给出其补图的同构映射
即可。



Problem 4

对边数的简单分析即可

v=2(mod4) 或 v=3(mod4)时，边数不是整数



Problem 5



Problem 6

画出右图的补图如下



Problem 7

u

v

N(u)

N(v)

....

....



Problem 7(cont.)
一些想到的其他证法
1、点数下界的其他证法：Mantel定理
不含K3的简单图，设顶点数v，有边数上界(v^2)/4

double counting: 边数 = kv/2 <= v^2/4
得到：v >= 2k

2、反证法：
设点数v < 2k
考虑某顶点u与其邻居n1, ..., nk, 
以及除它们外v - (k+1) < k-1个顶点 w1, ..., wm
显然，ni(i = 1~k)之间不能相邻，且每个ni除与u相连之外，仍需要连k-1条边
这些边只能连到w1,...,wm
而w1,..., wm的数量小于k-1，矛盾

同时，若v = 2k，
那么有且仅有ni与wj之间两两相连能满足条件
实质上给出了同构意义下唯一的图的构造

v

n1 n1

w1 wm

......

......



Problem 8

->：二部图的情况下，不可能存在奇回路（否则顶点归属的类发生矛盾）
<-：证明没有奇回路情况下，能够将图的顶点划分成A和B两部分



内容提要

 图的表示与图同构

 图的连通性
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Problem 9

如果图存在割点、割边，一个自然的想法是去考虑图在该位置的局部性质



Problem 10

另一种方法：目标是证明这两个奇度顶点在一个连通分支内

反证：如果这两个节点之间无路，那么它们不在一个连通分支内
那么可以将G分为多个连通分支，且两个奇度节点不在一个连通分支内，不妨
设它们分别在G1和G2内
那么G1与G2都只有一个度数为奇数的顶点，此时G1（与G2）中顶点度数和
为奇数，矛盾

标准答案用词“迹”(Trace)指没有重复边的通路，也就是简单通路的同义词



Problem 11

也可用归纳法
基础：顶点个数为3的无回路图，所有顶点可被删除
归纳：n=k时成立
n=k+1时：考虑任意大小k的子图G’，先删G’外那一点或先删G’都可以



Problem 12

G分成若干块，在各块内用Whitney定理得到两段无公共边的路径，然后再把各段拼接起来



Problem 12(cont.)
仿照Whitney，写一个无公共边版的归纳证明也是可以的（考虑：无公共点包含无公共边）



Problem 13

另一种方法：
反证：如果P端点是G割点，不妨设为v

图G被v分为两部分，且P中除v外顶点都在某一部分，不妨设为G1中，
但是，显然可以在G2内找一段路径接到P上去，使P变得更长
此时，与P是最长的路径矛盾

G1 G2v



Problem 14

G‘ G2

若最小度如题所述，那么假设存在大小<k的点割集S，将G-S分为G’与G2，
此时考察G-S中较小的连通分支（不妨设为G’）中点的度数，产生矛盾

S.....

= |S|<= (v - |S|)/2 -1 



Problem 15

简单来说，只要分成两个连通分支或以上，那么边数就小于等于C(n-1, 2)



第十七周习题课

离散数学

南京大学计算机科学与技术系



内容提要

 生成树和树的应用

2



Problem 1



Problem 2



Problem 3

ek‘

et

对于ek’与ek的选择方法使得，在T中加入ek’后构成的环中，
ek’一定是环中权值最小的边。此时保留ek’而删掉另一条边，
能够得到一个更小的生成树。



Problem 4

与上一题类似，如果这条环的最大边在某个最小生成树中，删除
它，并以环中另一条边代替之，那么得到了一个更小的生成树，
矛盾



Problem 5



Problem 6

前序遍历：先访问当前节点，再从左到右访问各子节点
中序遍历：先访问左子节点，再访问当前节点，再从左到右访问其他子节点
后序遍历：先从左到右访问各子节点，再访问当前节点



Problem 7



Problem 8



Problem 9



Problem 10



Problem 10



Q&A

欢迎提问 


